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AUFGABENSAMMLUNG FUR ARBEITSGEMEINSCHAFTEN - Klasse 9

ZAHLENTHEORIE

Wiederhole aus den Aufgabensammiungen:

Klasse 6, S.30 : Der Euklidische Algorithmus zur Bestimmung des ggT(a;b)
Klasse 7, S.25: Grundgleichung der Zahlentheorie; Satze aus der Teilbarkeitslehre
Klasse 8, S.26: Das Rechnen mit Kongruenzen (Modulrechnung)

1) Erarbeite im "Merkstoff" auf S.24 den Abschnitt " Lineare Kongruenzen und Restklassen" !

2) Ermittle die Losungsmengen der folgenden linearen Kongruenzen und halte sie in Form von
Restklassen fest: '

a) 3x= 4 () b)) 9x=12 7) ¢ 12x =7 (10)
d 21x =35 (77) e) 23x=42 (5) f) 88x =10 (84)
g) 88x =16 (84) h) 19x= 100(11) i) 104x =9 (60)
j) 57x =89 (101) k) 62x= 46 (478) 1) 29x = 43 (79)
m) 1210x = 393 (77) n) 311x= 97 (410) o) 87x = 129 (213)

3) Arbeite im "Merkstoff' auf S.24 den Abschnitt "2.1. Lineare diophantische Gleichungen"
durch!

a) Versuche, das "Ldsbarkeitskriterium" zu beweisen!

b) Zeige am Beispiel der Gleichung 7x + 3y = 29 , wie man Uber die zugehdérige lineare
Kongruenz 7x = 29 (3) =zurlLésungsmenge L = {(x;y) | x=2+3k;y=56-7k; k € Z} ge-
langen kann!

c) Begriinde, warum das Eulersche Reduktionsverfahren bei einer I6sbaren diophantischen
Gleichung ax+by = ¢ stets zum Ziel fuhrt!

d) Wende das Eulersche Reduktionsverfahren auf eine diophantische Gleichung an, die keine
Lésungen besitzt! Was kann man in einem solchen Fall aligemein feststellen?

4) Ermittle die Losungsmengen der folgenden linearen diophantischen Gleichungen:

a) 10x+8y = 3 b) 10x+8y = 6 c) 33x+21y = 9

d 111x+21y = 3 e) 17x -9y =5 f) 9x -15y = 25
g) 18x+26y = 24 h) 2x+6y = 4 i) 121x -77y = 57
) 22x -443y = 159 k) 79x-389y = 293 ) 104x -60y = 92
m) 29x+27y = 56 n) 331x-724y = 461 o) 189x +411y = 257
p) 71x+29y = 43 g 29x -79y = 43 ry 119x - 79y = 175

5) Ermittle die Lésungsmengen der folgenden linearen diophantischen Gleichungssysteme:
a) x + y+ z 100 b) x+ y + z = 100
50x + 30y + 2z = 2220 52x + 29y + 3z = 2500

17
1

c) 3x - y+ z
2x + 3y - z

14 d) 12x - 21y + 15z
23 3x+ 13y - 7z

nu

6) In einem Betrieb sind einige gelernte und einige ungelernte Arbeiter beschaftigt. Jeder ge-
lernte Arbeiter erhalt fiir seine Arbeit 1740 Euro und jeder ungelernte Arbeiter erhalt 1020
Euro ausgezahlt. Insgesamt wurden 41100 Euro ausgezahit.
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Untersuche, ob sich aus diesen Angaben eindeutig ermitteln lasst, wie viel gelernte und wie viel
ungelernte Arbeiter in diesem Betrieb beschéftigt sind!

7) Ermittle alle naturlichen Zahlen, die bei Division durch 19 den Rest 13 sowie bei Division
durch 29 den Rest 19 lassen!

8) Ermittle alle Moglichkeiten, die Zahl 120 als Summe von drei naturlichen Zahlen darzustel-
len, so dass die folgende Bedingung erfullt ist:

Multipliziert man den 1. Summanden mit 36, den 2. Summanden mit 16 sowie den 3. Sum-
manden mit 3 und addiert diese drei Produkte, dann erhélt man 1821.

9) Ein Betrieb kaufte in unterschiedlicher Stiickzahl drei verschiedene Einzelteile, die 52 Euro,
29 Euro bzw. 3 Euro kosteten. Es wurden insgesamt 100 Einzelteile gekauft, und die Gesamt-
kosten betrugen 2500 Euro.

Untersuche, ob man aus diesen Angaben eindeutig ermitteln kann, wie viel Stiick von jedem
dieser Einzelteile gekauft wurden!”

10) Ermittle alle Moglichkeiten, die Zahl 700 so als Summe zweier naturlicher Zahlen darzu-
stellen, dass die eine Zahl bei Division durch 17 den Rest 3, die andere Zahl bei Division durch
23 den Rest 21 lasst!

11) Ermittle die Lésungsmengen der folgenden nichtlinearen diophantischen Gleichungen:
a) 3x2+3y? - 18x+12y+27 =0 b) xy+3x -2y -3=0
c) 23+xy-7=0 d) 23x* - 5y*+1983 = 0
e) X2 -y'=x+y f) 3x2-y?*=y-x und x,y sind Primzahlen

12) Arbeite im "Merkstoff' auf S.25 den Abschnitt "2.2. Nichtlineare diophantische Gleichungen”
durch!

Stelle eine Liste pythagoreischer Grundtripel auf, indem du in dem angegebenen Satz fur u
und v alle in Betracht kommenden Werte von 1 bis 10 wahist!

AuRere Vermutungen iiber die Eigenschaften solcher Tripel!

13) Beweise, dass fir jedes pythagoreische Grundtripel (x;y;z) gilt:
a) Ein Primfaktor p kann niemals in mehr als einer der drei Zahlen auftreten.
b) Niemals ist sowohl x als auch y eine ungerade Zahl, und stets ist z eine ungerade
Zahl.
c) Die Zahl 3 teilt stets entweder x odery , niemals aber z.
d) Das Produkt xyz ist stets durch 60 teilbar.

14) Eigne dir aus dem "Merkstoff' auf S.26 im Abschnitt "3. Das Rechnen mit Restklassen" die
Definitionen fur "Summe"," Produkt" und "Kehrwert" von Restklassen an!

Fulle die "Additionstabellen" und "Multiplikationstabellen" auf S.3 und S.4 aus! (Dabei sollen
die Restklassen jeweils durch die kleinsten nichtnegativen Reste reprasentiert werden.)

15) Beantworte folgende Fragen:
a) Unter welchen Voraussetzungen hat die Gleichung [a]m" [X]ln = [b]m stets genau eine
Losung?
b) Unter welchen Voraussetzungen besitzt jede Restklasse genau einen Kehrwert?
c) Welche Restklassen sind stets gleich ihrem Kehrwert?



Additionstabelle
Modul 5 Modul 6
+ (0] 1] 23] 4 + | 0
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5
Multiplikationstabellen
Modul 5 Modul 9
0[1]12 ]3] 4 . 1
0 1
1 2
2 3
3 4
4 5
6
7
8
Modul 7 Modul 8
11234 |56 - 1
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
7




Modul 10

Modul 6

Potenztabellen

Modul 5

Modul 6

Modul 7

Modul 8
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16) Eigne dir aus dem "Merkstoff" auf S.26 die Definitionen fir folgende Eigenschaften einer
zweistelligen Operation o in einer Menge M an:

(1) Uneingeschrankte Ausfiihrbarkeit; (2) Assoziativitat; (3) Existenz eines neutralen Elements;
(4) Invertierbarkeit; (5) Kommutativitat.
Untersuche, welche dieser Eigenschaften folgende Operationen in den angegebenen Mengen

besitzen bzw. nicht besitzen:

a) Natdrliche Zahlen Addition

b) Natirliche Zahlen Multiplikation

c) Natirliche Zahlen Bildung des ggT

d) Ganze Zahlen Addition

e) Positive rationale Zahlen Addition

f)  Positive rationale Zahlen Multiplikation

g) Rationale Zahlen auf3er 0 Multiplikation

h) Positive reelle Zahlen Bildung des arithmetischen Mittels
i) Positive reelle Zahlen Bildung des geometrischen Mittels
j)  Verschiebungen V(PP') Nacheinanderausfiihrung

k) Spiegelungen Sp(g) Nacheinanderausfuhrung

I) Drehungen Dr(M;o) Nacheinanderausfiihrung

m) Restklassen [ a]n Addition

n) Restklassen [a]n auBer [O]n Muittiplikation

o) Restklassen [a], aufer [0], Multiplikation (wobei p eine Primzahl ist)

17) Fulle die Potenztabellen fir a, nach dem Modul m auf S.4 aus!

Unter welchen Voraussetzungen treten bei [a"], alle Restklassen (auBer [0]n ) auf?
Wovon hangt die Lange der in den Folgen von Restklassen auftretenden Zyklen ab?
Untersuche weitere Potenztabellen nach einem Primzahimodul p !

18) Arbeite im "Merkstoff" auf S.26 den Abschnitt "4. Der kleine Satz des Fermat ..

" durch!

Erlautere die Satze (1) bis (4) durch selbstgewahlte Beispiele!
Weise durch jeweils mindestens ein Gegenbeispiel nach, dass die Aussagen (1) bis (4) falsch

sein kénnen, wenn p keine Primzahl ist!

19) Beweise folgende Aussagen (wobei die auftretenden Leerstellen auszufillen sind):

a) Wenn z = 31'% 1, dann 101|z .
b) Wenn z = 52 - 1, dann ...z

©) Wenn z = 12% - 12, dann 31|z .
d) Wenn z = 25" - 25, dann ..z .
el Wennz=2a"-a und p Primzahl und ggT(a;p) =1,dann pj|z .

f) Wennz=2%-2"+ dann 121|z .
g Wennz=71°-7" - 72 41, dann 15|z .
h) Wennz =8 -8% -8° +1, dann 323|z .

a) Welchen Rest lasst 7813’6 bei Division durch 137 ?
b) Welchen Rest lasst 23*" pei Division durch 31 ?
Bilde analoge Aufgaben!

20)

21) Gesucht ist eine positive ganze Zahl n, furdie z = 6" - 1 durch 385 teilbar ist..

22) Gesucht ist die kleinste positive ganze Zahl n, furdie z = 5" - 1 durch 7, durch 11,

durch 13 und durch 17 teilbar ist!

23) Gesucht sind alle Paare (n;k) naturlicher Zahlen, furdie z = nk-1 durch 17 teilbar ist!
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24) Beweise: Wenn q eine Primzahl gréBer 70 ist, dannist z = q40 + 368 stets durch 41
teilbar.
| asst sich dieser Satz verallgemeinern, indem man seine Voraussetzung abschwacht?

25) Ermittle alle naturlichen Zahlen x, die folgende Bedingungen erfillen:
(a) x ist das Quadrat einer nattrlichen Zahl.
(b) VergroRert man x um 24, dann erhalt man das Quadrat einer natirlichen Zahl.
(c) Vermindert man x um 24, dann erhélt man das Quadrat einer natirlichen Zahl.

26) Ermittle alle naturlichen Zahlen n, fir die die Zahl 1 + 4-9*" eine Primzahl ist!

27) Ermittle alle Primzahlen p, furdie 3p +4 = z* gilt, wobei z eine natirliche Zahl ist!

28) Ermittle alle Moglichkeiten, die Zahl 100 als Summe von drei natirlichen Zahlen darzu-
stellen, so dass folgende Bedingung erfillt ist:

Multipliziert man den 1. Summanden mit 50 , den 2.Summanden mit 30 sowie den 3. Sum-

manden mit 2 und addiert diese drei Produkte, dann erhalt man die Zahl 2220.

29) Ermittle alle Paare (a;b) aus positiven ganzen Zahlen a, b, die die Bedingung erfillen, dass
von den folgenden vier Aussagen (1), (2), (3), (4) genau drei wahr sind und eine falsch ist!

Die Aussagen lauten: (1) bja+1),
(2) a=2b+5,
(3) 3|(a+b),

(4) (at7b) ist eine Primzahl .

30) Ermittle (in Abhangigkeit vom ganzzahligen Parameter a ) die Menge aller Paare (x;y) von
ganzen Zahlen, furdie x* - a%? = 1 gilt!

31) Gesucht wird die kleinste und die gréf3te neunstellige Primzahl, deren Ziffern die neun Zif-
fern 1,2,3,4,5,6,7,8,9 sind!

32) Untersuche, ob es eine natiirliche Zahl n > 0 gibt, fur die die Zahl z = 2™2 + 3™ eine
Primzahl ist!

33) Untersuche, ob es eine positive ganze Zahl z gibt, die folgende Bedingungen erfillt:
(@) z ist durch 450 teilbar;
(b) z enthalt als Ziffern nur die 0 oder die 1;
(c) z isteine zehnstellige Zahl.

34) Untersuche, ob es endlich viele oder ob es unendlich viele natiirliche Zahlen gibt, die sich
nicht als Summe zweier Quadratzahlen darstellen lassen.

35) Untersuche, unter welchen Bedingungen fir k die Zahlen
z(k) = 16k4 - 40k2 + 9, k=2,3,4,... durch 5 teilbar sind!

3 -
36) Beweise: Wenn g eine ganze Zahl ist, dann ist g?g ebenfalls eine ganze Zahl

37) Beweise: Wenn x, y, z von 0 verschiedene natirliche Zahlen sind, dann sind

02 ZNZPH-WER L ez - (x - y2)?
2 ’ 2z ’

ebenfalls naturliche Zahlen und b ist ein Teiler von c.

c=a- (xX2-y2z)p?
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38) Beweise: Wenn x und y von O verschiedene natirliche Zahlen sind, dann ist die Zahl
z = 4x3+12x2y - 9xy2 - 27y3 stets das Produkt aus drei ganzen Zahlen.
Unter welchen Bedingungen sind keine zwei dieser drei Zahlen einander gleich ?

39) Beweise: Es gibt keine vierstellige Zahl z, die folgende Bedingungen erfiillt:
(a) Die erste und die dritte Ziffer von z sind einander gleich.
(b) Die zweite und die vierte Ziffer von z sind einander gleich.
(c) z ist eine Quadratzahl.

40) Beweise: Wenn p eine Primzahl mit p > 3 und n eine natirliche Zahl mit n > 0 ist,
dann ist die Zahl (3n-1)p2+ 1 keine Primzahl.

41) Beweise: Die Summe der Quadrate zweier aufeinanderfolgender naturlicher Zahlen ist nie-
mals durch 3 teilbar.

42) Beweise: Die Zahl z = 2% - 2% - 2°+ 2% istdurch 1992 teilbar.

43) Beweise: Fur beliebige natirliche Zahlen x, y, z gilt stets
x3+y3+23 = x+y+z (6).

44) Beweise: Fur jede natirliche Zahl n> 0 lasstsich 9" als Summe von 3" aufeinanderfol-
genden Zahlen darstellen.

45) Beweise: Wenn p eine Primzahl mit 5 <p < 37 ist, dann ist jede aus p -1 gleichen Zif-
fern bestehende Zahl durch p teilbar.
Lasst sich diese Satz veraligemeinern?

46) Beweise, dass es kein Paar von Briichen gibt, deren Summe und deren Produkt beide
ganzzahlig sind!

47)a) Sei s(n) = 1°+2%+ 3%+ ... + n®. Berechne s(2), s(3) und s(4) !
AuRere eine Vermutung, wie sich s(n) allgemein berechnen lasst!
b) Beweise, dass die Summe s(998) sowohl durch 37 als auch durch 499 teilbar ist!
c) Ermittle die kleinste natirliche Zahl n , fur die die Summe s(n) durch 17 teilbar ist!

48) Beweise, dass die Gleichung x2 + 2ax + 2b = 0 keine naturlichen Zahlen als Lésun-
gen besitzen kann, wenn a und b ungerade Zahlen sind.

49) Sei a, eine beliebige dreistellige Zahl. Bilde aus ihren Ziffern die groRte Zahl und die
kleinste Zahl und berechne deren Differenz a, . Berechne aus a, analog die Zahl a; usw.

443 990 981
-344 -099 -189
Beispiel: a;, =434 —> a,=099 —> a; =891 > a, =792

a) Berechne im angegebenen Beispiel die Zahlen a5, ag , a; , ag !

Berechne zu selbstgewéhiten Anfangszahlen die zugehdérigen Folgen!

Was falit dir auf?

AuBere Vermutungen! Versuche, diese Vermutungen zu beweisen!
b) Untersuche analoge Folgen mit zweistelligen Anfangszahlen! Vermute und beweise!
c¢) Untersuche analoge Folgen mit vierstelligen Anfangszahlen!

Vergleiche die Ergebnisse der drei Teilaufgaben!
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50) Durch folgende Gleichungen wird eine GesetzmaRigkeit vorgegeben:

32 + 42 = 5”2
52 + 122 = 132
72 + 242 = 252
92 + 402 = 412

a) Stelle eine Vermutung fiir diese GesetzmaRigkeit auf und tberpriife, ob sich diese Ge-
setzmaBigkeit in den nachsten drei Gleichungen fortsetzt!

b) Formuliere die GesetzmaBigkeit und beweise sie!

ARITHMETIK

Wiederhole aus den Aufgabensammlungen:

Klasse 7, S .25-26: Aussageformen, Mengen, Abbildungen, Terme
S.26 Regeln fir das aquivalente Umformen von Gleichungen und Ungleichungen
S.27: Einige wichtige Ungleichungen

Klasse 8, S.30: Funktionen und ihre Graphen

1) Lose graphisch und rechnerisch:

6
12

a)2x + 3y
X - 6y

6 b)2x + 3y
18 4x + 6y

6 c) 2x + 3y
1 4x + By

2) Gib je ein lineares Gleichungssystem vom Typ [2;2] an, dessen Lésungsmenge leer ist bzw.
unendlich viele Zahlenpaare als Lésungen besitzt!

3) Arbeite im "Merkstoff' auf S.27 den Abschnitt "1. Lineare Gleichungssysteme; der Gaul3-
sche Algorithmus" durch!

4) Ermittle die Losungsmengen der folgenden linearen Gleichungssysteme (von denen einige
einen reellen Parameter a enthalten):

a) x-2y+z=25 b) x-2y+z =5 c) X-2y +z =25
2x - 5y +z =10 2x - 5y + z = 10 2x -5y +z =10
3x-7y -z=0 3x -7y - z =15 3 -7y - z = 3a
d x-2y+z =5 e) X -2y +z=-2 f) X-2y+z =-2
2x - 5y + z =10 2x +y +3z=9 2x+y+3z2=9
3x -7y +2z = a 3x +2y +2z =7 3x +2y +taz = 7
g) x+3y+ 2z+ u =3 h) x+2y - 3z+u=-3 i) x- 2y-3z+ u =0
2x- y-3z-2u=0 2x+3y+ 2z -u=0 3x - 8y - 8z+5u = 6
2x+2y+3z-u=25 2x+3y+ z +u = 4 X- 5 - z+56u =11
3x- 2y -2z2+3u = 4 3x+3y+ z+2u = 5 2x - By - 3z +8u = 14

5) Seien a, b, ¢ gegebene GréRen, seien p, q, r HilfsgroRen und sei x die gesuchte GréRe.
In folgenden (nicht linearen) Gleichungssystemen sind die HilfsgréBen zu eliminieren, und die
gesuchte GroBe ist durch die gegebenen GréBen auszudriicken:
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a) ab-2p=0 b) xz-(%+ p)? +%=0 c) a+b*>-r*=0

gx - 2p =0 xz—(a-p)2+%i=0 x>+p*-a =20

az2+b2-qg2=0 (Sei a>0) x+qg*- b2=0

(Sei a,b,q>0) X -pq=20

r- p-q-=20

dx+p+q-b=20 el x+p +q-a = (Sei a,b,r>0)
ax - pq =0 bx - pq =
Xz_pz_q2=0 az_pz_qz =

o O el oNe)

H x- (-9 -p 9) 4+ a®-4p

b* - (c - g - p?
a2 - p2 - q2

0 X+ p - a =
0

6) Fur ein rechtwinkliges Dreieck AI§9 (mit dem rechten Winkel bei C und dem HohenfuB-
punkt H) gelte AB=c, AC=b,BC =a,CH=h.

Der Umfang des Dreiecks werde mit u, sein Inhalt mit J bezeichnet.

Lése folgende Bestimmungsaufgaben:

a) b) [ © d) e) f) 9) h)

Gegeben| a,b |a,c|a,J|a,J|Jc,u{h,ufu,J|u,d

Gesucht h h h u h c c a

7) Es ist die Lange s der Seitenhalbierenden CS eines Drei-
ecks ABC durch die Seiten- C
langen a, b, ¢ dieses Dreiecks auszudriicken!

8) Eine dreieckige Flache wird von einer Strecke AB

mit der Ldnge a sowie von zwei Kreisbogen begrenzt, die zu den M
Kreisen k(A;a) bzw. k(B;a) gehdren.

Dieser dreieckigen Fléache sei ein Kreis mit dem Radius r einbe-
schrieben, der alle drei Begrenzungslinien beruhrt.

Dricke r durch a aus!

(Ein Nachweis firr die eindeutige Existenz des Inkreises wird nicht A B
verlangt.)

9) Uber der Seite AB der in Aufgabe 8) beschriebenen dreiecki-
gen Flache seien zwei Halbkreise mit dem Radius a/4 errichtet.

Zu ermitteln ist der Abstand des Mittelpunktes M des Kreises, der
dem von diesen Halbkreisen und den beiden Kreisbogen be-
grenzten Kreisbogenviereck einbeschrieben ist, von der Strecke

AB (vgl. nebenstehende Figur).
(Ein Nachweis fiir die eindeutige Existenz dieses Kreises mit dem
Mittelpunkt M wird nicht verlangt.) A M, M. B

10) Eine gerade Pyramide mit der Seitenkantenlange s (in cm) hat als Grundfliche ein
Rechteck mit den Seitenlangen a und b (in cm).
Zu ermitteln ist der Inhalt V dieser Pyramide (in cm3).
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11) Von einem geraden Pyramidenstumpf mit quadratischer Grundflache seien gegeben die
Lange h der Hohe des Stumpfes, die Seitenlange a; der Grundflache sowie die Seitenldnge
a, der (quadratischen) Deckflache.

Drucke das Volumen V dieses Stumpfes durch a;, a, und h aus!

12) Es ist das Volumen V eines reguldren Tetraeders als Funktion der Lédnge h seiner Hohe
auszudriucken!

13) Aus einem Zylinder mit dem Grundkreisradius r soll ein gerader Kegelstumpf herausge-
schnitten werden, der mit dem Zylinder den Grundkreis und die H6he gemeinsam hat.

Wie groB muss der Deckkreisradius dieses Kegelstumpfes gewahlt werden, wenn der Inhalt
des Stumpfes halb so groR sein soll wie der des Zylinders?

14) Ein eiserner Kegel mit dem Grundkreisradius r soll einem (ebenfalls geraden) Korkzylin-
der von derselben Héhe und Achsenlage so eingefiigt werden, dass das Ganze bis 3/4 der
Hoéhe in Wasser eintaucht.

Wie gro muss der Grundkreisradius des Korkzylinders gewahit werden?

15) Arbeite im "Merkstoff' auf S. 28 den Abschnitt "2. Quadratische Gleichungen und Unglei-
chungen" durch!

16) Ermittle die Lésungsmengen folgender Gleichungen (iber dem Bereich der reellen Zahlen):

3x , 4 3(x+1) 1
a) 32t 1+32 = 2+ * x2
) 1 . 1
) X2-4x + 4 2x2-8 ~ xX2+42x
2x-3 X X+ x+1
©) 16x-8 ~ 8x+4 -  8e-2

17) Ermittle die Lésungsmenge folgender Gleichung in Abhangigkeit von den reellen Parame-
tern a und m!
X +
X+m X-m

= 2a% .

18) Es ist jeweils eine Gleichung zu bestimmen, die die angegebene Lésungsmenge besitzt:
a)L={23}; bL={54}; oL={22}) dL={a4};
e)L={xsx} 0 L={xxx};9L={123}; hL={113}

i) L=4{2;0;2};k) L ={xq; Xg; Xa; X4} .

19) Existieren reelle Koeffizienten a, b so, dass die Gleichung x* + ax* + bx + 4 = 0 je-
weils die angegebene Lésungsmenge besitzt?
Wenn ja, wie lauten dann diese Koeffizienten?
aL ={-212}; bppL={-213}; oL ={2

N|w

;%}-
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20) Lose folgende Ungleichungen im Kopf!

a) x -5x+6<0; bpx* -5x+6>0 ; c)x* -5 +7<0 ;

d x® -5+7>0; e x*+3x -4<0 ; f) *+3x - 4>0,;

g x* -3x+4<0;h)-x2-3xx+4>0.

21) Arbeite im "Merkstoff' auf S. 29 den Abschnitt "3. Gleichungen héheren Grades" durch!
22) Ermittle die Lésungsmengen folgender Gleichungen :

a) xX*+x -10=0 ; b)x® - 6x*+3x+10=0;¢c) x®*-3x%-7x-3=0;
d x+52+6=0; ext* - 5x+6=0; ) x6-x4-x>-2=0.

23) Ermittle (in Abhangigkeit von a und b ) die dem Betrag nach kleinere Lésung der Glei-
chung x2 + 2ax - bz =0 .

24) Ermittle alle Werte des Parameters a, fur die eine der beiden Lésungen der quadratischen
Gleichung
15
x2 - g X +tas= 0 .

das Quadrat der anderen Ldsung ist!

25) Arbeite im "Merkstoff" auf S. 30 den Abschnitt "4. Transformation von Funktionsgraphen"
durch!

26) Zeichne die Graphen der durch folgende Gleichungen dargesteliten Funktionen!
[Charakteristische Punkte und bei d) auch die Asymptoten mit einzeichnen!]

a) y=x, xe(-1,2) ; y=(x-4?2-2 Sy = -(x+3)2 + 3 ;

b) y=x, xe(-2,2) ;y=%x; y = 2 y = %(x-27-1;

) y=x,xe(@:4); y=+x-3; y=x-2 +2 ;y=-x#2 - 1;
1 1 1 1

d y=5,:Y¥Y=3x3: Y=x3%t4, y=x3 *+4

27) Lose folgende Gleichungen graphisch und gib an, weiche der Lésungen genau und welche
nur naherungsweise abgelesen werden kénnen!
Lose a,) und az) auch rechnerisch!

a,) ;1—2-(x-1)2=0 S b) Ppe-4x+3 -x +1=0 ;

ap) )(1_2'(X-1)2+3=0 ; by X2 -4x+3] +x+1=0 ;

a3) X1_1+ X2=0; by) X2-4x+3] -x +1=0; by x2-4x+3] -\x-1=0
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28) Ermittle die Lésungsmengen folgender Ungleichungen:

a)x* - 6x*+11x -6 >0 ; b)x®-6x+11x -6 <0
c)x* -5+ 8x -4 >0 ; d)x®-56x2+8x-4<0 ;
eyx*- x+2x-2 >0 ;- x¥+2x-2<0

29) Ermittle alle diejenigen von 0 verschiedenen reellen Zahlen r, firr die die Gleichung
2x . 1  _4x-r+6
r(x+r)  x-2r  r(x-2r)(x+r)

a) genau zwei verschiedene reelle Lésungen,
b) genau eine reelle Lésung,

c) keine reelle Lésung

besitzt!

30) Beweise folgende Aussagen:

(@) /2 isteine irrationale Zahl .
(b) /3 isteine irrationale Zahl .

31) Entscheide von jeder der drei folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist!

(a) Das Produkt zweier verschiedener irrationaler Zahlen ist stets wieder eine irrationale Zahl.
(b) Die Summe zweier verschiedener irrationaler Zahlen ist stets wieder eine irrationale Zahl.
(c) Die Summe aus einer rationalen und einer irrationalen Zahl ist stets eine irrationale Zahl.

32) Beweise folgenden Satz:
Wenn p eine Primzahl ist, dann ist /p eine irrationale Zahl.

33) Beweise folgenden Satz:
Wenn a und b zwei von 0 verschiedene naturliche Zahlen sind, die nicht beide Quadratzah-

len sind und fir die % ein so weit wie moglich gekiirzter Bruch ist, dann ist \/% eine irratio-
nale Zahl.

34) Beweise folgende Aussage:
z = +[2+ 6 + 7 ist eineirrationale Zahl .

35) Beweise folgende Aussage:
z = /192 + 963 + \[192 - 96+/3 ist eine rationale Zahl .

36) Untersuche, ob es rationale Zahlen a und b gibt, fir die \/§= a + b2 gill
37)Sei z = \])—( + \/;’ + \Ix+y mit xeN, x#0, y=0, x=vy.
Entscheide von jeder der folgenden beiden Aussagen, ob sie wahr oder falsch ist!

(a) Es gibt unendlich viele Paare (x;y) solcher natirlicher Zahlen, fir die z rational ist.
(b) Es gibt unendlich viele Paare (x;y) solcher natirlicher Zahlen, fir die z irrational ist.
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G EOMETRIE

Wiederhole aus den Aufgabensammliungen:

Klasse 6, S. 11: Umformen und Umkehren von Séatzen
Klasse 7, S. 27 - 28: Musterldsung fur eine Konstruktionsaufgabe
Klasse 8, S. 28: Indirekte Beweise

S. 31: Das Lésen von Bestimmungsaufgaben

1) Sei ABCD ein Trapez mit AB || CD und ﬁQL BD.
Beweise, dass dann stets AC? + BD2 = (AB + CD)? gilt!

2) Sei ABCD ein Rechteck, fur das AB = a2 und BC = a gilt; sei F der Mittelpunkt
der Seite CD .

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen die Strecken AC und BF aufeinander senk-
recht stehen!

3) Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck. Der Kreis mit dem Durchmesser AC und dem Mittel-
punkt O schneide die Hypotenuse AB im Punkt D . Die Tangente an diesen Kreis im Punkt

D schneide die Kathete BC im Punkt E .
Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen EO||AB folgt!

4) Beweise folgenden Satz:
Wenn drei einander paarweise beriihrende Kreise mit den Radien ry, r,, r3, furdie r;<r, <ry
gilt, eine gemeinsame Tangente t besitzen, dann gilt folgende Gleichung :

1

1 1
+ =
NS
5) Sei C ein beliebiger Punkt auf einem Halbkreis Uber dem Durchmesser AB . Die Senk-

rechte zu AB durch C schneide AB im Punkt H.Uber AH und HB seien erneut Halb-
kreise gezeichnet. Die gemeinsame Tangente t berihre diese beiden Halbkreise in den
Punkten D und E.
a) Was lasst sich dann uber das Viereck HECD aussagen?

Beweise deine Vermutung!
b) Was lasst sich dann Uber die gegenseitige Lage der Punkte A, D und C (bzw. B, E

und C ) aussagen?

Beweise deine Vermutung!

6) Sei ABCD ein Sehnenviereck mit dem Diagonalenschnittpunkt S , firdas AB = AD gilt.
Beweise, dass dann die Gerade AB stets die Tangente an den Umkreis des Dreiecks BCS
im Punkt D ist!

7) Sei k(M;r,) der Umkreis und k(N;r) der Inkreis eines gleich- D G ¢
schenkligen Dreiecks mit der Baﬁ AB .
Beweise, dass dann stets gilt: MN = \/ru(ru - 2r).

H F

8) In einem Quadrat ABCD mit den Seitenmittelpunkten E, F, G,
H seien neun Kreise so eingezeichnet, wie in der Figur angege-
ben.

Berechne die Summe der Flacheninhalte dieser neun Kreise in Ab-
hangigkeit von der Seitenlange a des Quadrats! A E B
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9) In einem rechtwinkligen Dreieck ABC beriihre der Inkreis die Hypotenuse im Punkt T, und

esgelte AT = m sowie TB = n.
Berechne den Flacheninhalt dieses Dreiecks in Abhéngigkeit von m und n'!

10) Von einem rechtwinkligen Dreieck wird gefordert:
(1) Der Umfang des Dreiecks betragt 132 cm .
(2) Die Summe der Flacheninhalte der Quadrate tiber den drei Seiten des Dreiecks
betragt 6050 cm2.
Beweise, dass es rechtwinklige Dreiecke gibt, die die Bedingungen (1) und (2) erfillen, und
dass die Langen der Dreiecksseiten durch diese Bedingungen eindeutig festgelegt sind!
Gib die Seitenlangen dieses Dreiecks an!

11) In einem Dreieck ABC gelte AC = b = 13cm und BC = a = 15cm . Sei H der Ful-

punkt des Lots von C auf AB undgelte CH = h = 12cm.
Ermittle fur alle Dreiecke ABC, die diese Bedingungen erfillen, den Flacheninhalt J(ABC) !

12) In einem Dreieck ABC mit AB = ¢ gelte AC = BC = "»/3¢c.
In welchem Verhéltnis teilt der Hohenschnittpunkt H dieses Dreiecks die Hohe CHc bzw. die
Hohe CHa

13) Beweise folgende Umkehrung des Satzes uber Tangentenvnerecke indirekt:

Wenn fir ein Viereck ABCD die Beziehung AB + CD = BC + AD gilt, dann ist dieses
Viereck ein Tangentenviereck.

14) Beweise folgende Umkehrung des Sekantentangentensatzes indirekt:
Ist AB eine Sekante eines Kreises, S ein Punkt dieser Sekante (der nicht zur Sehne AB B ge-

hort), T ein (von A und B verschiedener) Punkt dieses Kreises und gilt SA-SB = ST2
dann ist ST eine Tangente an diesen Kreis.

15) Zu konstruieren sind jeweils alle (untereinander nicht kongruenten) Dreiecke ABC , die die
angegebenen Bedingungen erfillen:

a)AB =c;CH =h; AC:BC =2:1;CH istHéhein AABC.

b) BC = a (=4cm) ; ZBAC = o (=300) ; CS = s (=5cm) ; CS ist Seitenhalbierende in
AABC .

c) AB+BC+AC =s; CH =h;ZACB = y ; CH istHohein AABC.
dZ/BAC = a ;ZCBA=p ; BW = w ; BW ist Winkelhalbierende in AABC

16) Arbeite im "Merkstoff' auf S. 30 den Abschnitt "1. Die algebraische Methode zum Lésen
von Konstruktionsaufgaben" durch!

17) Gegeben seien zwei Strecken mit den Langen a und b, wobei b >a gelte.

Zu konstruieren ist je eine Strecke mit der Lange x = \/(a + b)a bzw. y = a+\b2 - a2.
Fuhre die Konstruktionszeichnung speziell fur a = 3 cm = 4 cm durch und bilde selbst
weitere analoge Aufgaben!

18) Sei ABC ein Dreieck und J(ABC) dessen Flacheninhalt.
Zu konstruieren sind die Punkte A, und B, , die folgende Bedingungen erfiillen:

A, e AC ; B, e BC ; J(AB,C;) = % J(ABC) ; A,B,|AB
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19) Zu konstruieren sind alle Sehnenvierecke ABCD mit dem Diagonalenschnittpunkt S , die
folgende Bedingungen erfillen:

AB =a:AC =e: AS =¢: SD = .

20) In einem Sehnenviereck ABCD mdge sich die Verldngerung von AD iber D hinaus mit

der Verlangerung von BC uber B hinaus im Punkt S schneiden.
Zu konstruieren sind alle derartigen Sehnenvierecke, die folgende Bedingungen erfillen:

AB=a:AD=d; DS=p; CS=q; p>q.

21) Gegeben sei eine Strecke AB .

Zu ermitteln ist der geometrische Ort aller Punkte X, fur die AX : XB = b:a (mit abeR
und b>a>0) gilt!

(Betrachte zunachst den Spezialfall AX : XB = 2:1.)

22) Sei PQ ein Durchmesser eines Kreises k(M;r) und A ein beliebiger Punkt auf diesem

Kreis. Wir betrachten die Menge aller Sehnen PA dieses Kreises.

Zu ermittein ist der geometrische Ort aller Punkte X , furdie X € PA und PX:PA = a:b
(mit abe R und b>a>0) gilt! o
(Betrachte zunachst den Spezialfall PX : PA = 1:2)

23) Gegeben sei ein Halbkreis Uber AB mit dem Mittelpunkt M. Sei P ein beliebiger Punkt
auf diesem Halbkreis und d der Abstand dieses Punktes von AB; s
Zu ermitteln ist der geometrische Ort aller Punkte X, firdie X €e MP und MX = d gilt!

24) Ist r die Lange des Inkreisradius und u die Lange des Umfangs eines Dreiecks ABC ,
dann gilt fur dessen Inhalt J(ABC) = Yur .
Formuliere und beweise einen analogen Satz aus der Stereometrie!

25) Sei P ein Punkt im Inneren eines regeiméaBigen Tetraeders ABCD . Seine Absténde von
den vier Seitenflachen des Tetraeders bezeichnen wir mit a, b, ¢ und d , die Lénge seiner
Héhe mit h .

Es ist zu beweisen, dassdannstets a+b+c+d = h gilt!

Formuliere und beweise einen analogen Satz aus der Planimetrie!

26) In jedem regelmaBigen Tetraeder schneiden die H6hen einander im Hoéhenschnittpunkt H.
In welchem Verhaltnis teilt H jede der vier (gleich langen) Héhen?

Formuliere und Iése eine analoge Aufgabe aus der Planimetrie!

Untersuche, ob in jedem beliebigen Tetraeder ein solcher Héhenschnittpunkt existiert!

27) Arbeite im "Merkstoff" auf S. 31 den Abschnitt "2. Einige Begriffe und Séatze aus der Stereo-
metrie" durch!

Mache dir den Inhalt der Satze anhand von Skizzen klar!

Fasse die angegebenen Satze nebst Umkehrungen jeweils zu einem "Genau-dann-wenn-Satz"
zusammen!

28) Sei. AP:(_)_D ein beliebiges | Tetraeder. Seien E, F, G, bzw. H die Mittelpunkte der Kan-

ten AD ,BD ,BC, bzw. AC .

Dann ist EFGH vermutlich ein ebenes Viereck, und zwar €in .............ccccccvviviiiiiiiiiiiiiiininennnn.
Beweise diese Vermutung!

Was lasst sich tUber das Viereck EFGH speziell aussagen, wenn ABCD ein regelmaBiges
Tetraeder ist?

Berechne fir diesen speziellen Fall den Inhalt des Vierecks EFGH !
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H
29) Gegeben sei ein Quader mit den Kantenldangen AB = a, g
AD = b, AE = c (vgl. Abbildung). A
Ermittle L N __JF
a) den Abstand der Ecke A von der Flachendiagonalen BD ; B

b) den Abstand der Kante AE von der Raumdiagonalen BH. A E

H G

NP

E : //\‘:\ P

30) Sei ABCDEFG ein Wiirfel mit der Kantenldnge a; seien P bzw. Q die \a
Diagonalenschnittpunkte der Seitenflichen BCGF bzw. EFGH (vgl. " e
Abbildung). /,;{?7--;‘: 'l
a) Ermittle den Umfang des Dreiecks APQ ! it \

b) Beweise, dass dann stets Z/PBQ = ZPQB gilt!

31) Ein Tetraeder ABCD besitze die Kantenlingen AB = 10cm, BC = 6cm, AC = 8cm,
AD = 13cm, BD = 13cm, und das Lot von D auf das Dreieck ABC sei 12 cm lang.

Beweise, dass durch diese Angaben die Lange der Kante CD eindeutig bestimmt ist und er-
mittle diese Kantenlange!

32) Sei ABCD ein regelmaBiges Tetraeder mit der Kantenlange a . Der Mittelpunkt der Kante

AB sei M, der Mittelpunkt der Kante CD sei N.
a) Beweise, dass die Gerade MN sowohl auf der Geraden g = AB als auch auf der Gera-
den h= CD senkrecht steht!

b) Ermittle den Abstand BD zwischen M und N !
c) Beweise, dass fiir jeden Punkt X auf g und jeden Punkt Y auf h der Abstand XY zwi-

schen X und Y die Ungleichung XY 2> BD erfullt!

33) In einen Wurfel mit der Kantenldnge a sind neun méglichst groRe Kugeln mit gleichem
Durchmesser derart einzulagern, dass eine dieser Kugeln als Mittelpunkt den Schnittpunkt der
Korperdiagonalen des Wiirfels hat, wahrend die Gibrigen acht Kugeln in die Ecken des Wiirfels
gelegt werden.. H G
Wie groB ist der Durchmesser d dieser Kugeln, ausgedriickt durch
die Kantenlange a ?

34) Gegeben sei ein Wiirfel, dessen Volumen mit V,; bezeichnet wird.
Verbindet man den Mittelpunkt je einer Seitenflache dieses Wirfels
mit den Mittelpunkten aller benachbarten Seitenflachen, so erhélt man
die Kanten eines regelmaBigen Oktaeders (vgl. Abbildung).Sein Vo-
lumen sei V, genannt.

Verbindet man nun wieder den Schwerpunkt je einer Seitenflache
dieses Oktaeders mit den Schwerpunkten aller benachbarten Seiten-
flachen, so erhalt man die Kanten eines zweiten Wirfels (vgl. Abbil-
dung). Sein Volumen sei V; genannt.

Ermittle das Verhéltnis V,; :V,:V; !

35) In einem Wirfel ABCDEFGH mit der Kantenldnge a seien K,

L, M die Mittelpunkte der Kanten CG , FG bzw. HG (vgl. Abbil-
dung).
Ermittle das Volumen der Pyramide KLMA'!
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36) Gegeben sei eine dreiseitige regelmaRige Pyramide, deren Seitenkanten die L&nge
s = 10 cm haben und deren Winkel zwischen Seitenkanten und Grundkanten o = 750 be-
tragt.

Wie lang ist der kirzeste Weg auf dem Mantel dieser Pyramide, der von einem Eckpunkt der
Grundflache ausgehend einmal um die Pyramide herum zum Ausgangspunkt zuriickfuhrt?

37) In einem Tetraeder ABCD gelte AD = BC = a,BD = AC = b und CD = AB =c.
Dieses Tetraeder werde von einer Ebene so geschnitten, dass als Schnittfigur ein Viereck ent-
steht.

Ermittle den kleinsten Wert, den der Umfang eines solchen Vierecks annehmen kann!

Wie muss die Schnittebene verlaufen, damit der Umfang des Vierecks minimal wird?

38) Sei AB eine in der Ebene & gelegene Strecke mit der Lange a . In ¢ sei g diejenige
Gerade durch A, die senkrecht zu AB ist. In B sei die Senkrechte s auf die Ebene ¢ er-
richtet SchlieBlich sei C ein von A verschiedener Punkt auf g und es sei D ein von B ver-
schiedener Punkt auf s .

a) Beweise, dass es eine Kugel gibt, die durch die Punkte A, B, C und D geht!

b) Berechne der Radius dieser Kugel fir den Fall, dass CA = a+2 und BD = a+/3 gil!

39) Sei ABCD ein beliebiges Tetraeder, X ein beliebiger Punkt auf der Kante AB sowie Y

ein beliebiger Punkt auf der Kante CD und Z der Mittelpunkt der Strecke XY .
Zu ermitteln ist der geometrische Ort aller solcher Punkte Z!

40) Arbeite im "Merkstoff' auf S. 34 den Abschnitt "3. Spiegelung am Kreis" durch!

Wie konstruiert man das Tangentenpaar, das zu einem Kreis k(O;r) und einem Punkt P
aulerhalb dieses Kreises gehort?

Wie kann man auf Grund von Def.(1) den Bildpunkt P' eines Punktes P konstruieren, wenn
P im Inneren des Spiegelkreises liegt und P = O gilt?

41) Konstruiere Bildpunkte zu ginstig gewahlten Originalpunkten, so dass du zu Vermutungen
tiber folgende Sachverhalte kommst:

Wie kann das Bild einer Geraden, einer Strecke, einer Dreiecksflache bei einer Spiegelung
Sp(O;r) aussehen?

42) Beweise folgende Satze:

(S): Wenn P' nach Def.(1) konstruiert wurde, dann besitzt P' die in Def.(2) genannten Eigen-
schaften.

(U) Wenn P' die in Def.(2) genannten Eigenschaften besitzt, dann lasst sich P' so konstruie-
ren, wie in Def.(1) angegeben.

(Das heilt, die beiden Definitionen sind aquivalent.)

43) Beweise folgenden Satz:

Sind A, B, O drei verschiedene, nicht auf einer Geraden liegende Punkte und A', B' die
Bilder von A, B bei der Spiegelung Sp(O;r), danngit AOAB ~ AOB'A'.

44) Uberzeuge dich von der Wahrheit der folgenden Aussagen:

a) Wenn Oe¢ g, danng Se@n, g ; (wobei g eine Gerade ist) .

b) Wenn O ¢ g, dann g Se@ny k ; (wobei k ein Kreismit O € k ist).

c) Wenn O e k , dann k Se@n, g ; (wobei g eine Gerade mit O ¢ g ist)

d) Wenn O ¢ k , dann k Se@ng k' ; (wobei k' ein Kreismit O ¢ k' ist).
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45) Konstruiere zu einem gegebenen Punkt M , der auRerhalb eines gegebenen Spiegelkrei-
ses k(O;r) liegt, denjenigen Kreis k(M;r') , der diesen Spiegelkreis in zwei Punkten jeweils un-
ter einem rechten Winkel schneidet, und gib eine zugehdérige Konstruktionsbeschreibung an!
Konstruiere das Bild k' des Kreises k(M;r') bei Spiegelung am Kreis k(O;r) !

Was kann man feststellen?

46) Gegeben seien drei Kreise k(My;ry) , k(Myry) , k(Mj;r;3) , die den Punkt O und nur diesen
Punkt gemeinsam haben.

Zu konstruieren sind alle Kreise k(M;r) , die jeden dieser gegebenen Kreise (von aulen oder
von innen) berthren!

(Notwendige Fallunterscheidung beachten! Fir einen speznellen Fall ist die Lésung im
"Merkstoff" auf S. 34 angedeutet.)

47) Gegeben seien zwei einander schneidende Kreise k(M;;r;) und k(M,;r;) sowie ein Punkt
P , der auferhalb von beiden Kreisen liegt.

Zu konstruieren sind alle Kreise k(M;r) , die durch P gehen und die beide gegebenen Kreise
beruhren!

48) Gegeben seien ein Kreis k(My;ry) sowie zwei verschiedene Punkte P, und P,.
Zu konstruieren sind alle Kreise k(M;r) , die durch P, und durch P, gehen und die den ge-
gebenen Kreis berihren!

a) Fuhre eine vollstéandige Fallunterscheidung nebst Determination durch!

b) Gib an, durch welche Transformation diese Aufgabe auf welche einfachere Aufgabe zuriick-
fuhrbar ist!

49) Gegeben seien ein Kreis k(Mg;ro) , eine Gerade g und ein Punkt P . Der Kreis schneide g
in A und B, der Punkt P liege auBerhalb des Kreises.

Zu konstruieren sind alle Kreise k(M;r) , die durch P gehen und die sowohl g als auch
k(Mg;ro) berihren!

Durch welche Transformation lasst sich diese Aufgabe auf welche einfachere Hilfsaufgabe zu-
rickfihren?

50) Beweise den folgenden Satz des Pfolomé&us:

Wenn ABCD ein Sehnenviereck ist, dann gilt AC-BD = AB-CD + BC-AD .
[Hinweis: Verwende Sp(A;r) als Hilfsmittel sowie den Satz aus Aufgabe 43) als Hilfssatz.]

51) Arbeite im "Merkstoff" auf S. 35 den Abschnitt "4. Eigenschaften von Bewegungen" durch!
Vergleiche die Eigenschaften der Spiegelung an einem Kreis sowie von Ahnlichkeitsabbildun-
gen mit den Eigenschaften von Bewegungen!

Fulle die nachstehende Tabelle aus!
Anhnlichkeits- | Spiegelung

Verschiebung Drehung Geradenspie-| abbildung am Kreis
V(PP') Dr(M;p) | gelung SP(g) |A=(Z;k)- Bew|  Sp(Oir)

langentreu

inhaltstreu

winkeltreu
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V(PP') Dr(M;o) Sp(g) A=(Zk)Bew| Sp(O;r)

geradentreu

mittelpunkts-
treu

kreistreu

kreisverwandt
i.w.S.

involutorisch

Fixpunktele-
mente

Fixelemente

Hinweis: Bei den folgenden Konstruktionsaufgaben gibt es jeweils einen Lésungsweg, bei dem
eine Bewegung als ginstiges Hilfsmittel eingesetzt werden kann.

52) Gegeben seien zwei Kreise k(My;ry), k(M,;r,) , eine Gerade g und ein Abstand d .
Zu konstruieren sind alle Punktpaare (A;B) , die folgende Bedingungen erfullen:
A e kMyry) ; Bek(Myrp) ; ABJlg; AB =d.

53) Gegeben seien eine Gerade g sowie zwei verschiedene Punkte A und B, die beide auf
derselben Seite von g liegen.

Zu konstruieren sind jeweils alle Punkte X, die folgende Bedingungen erfiillen:

a) Xeg undZ(AX;g) = Z(g;XB).

b) Xeg und Z(AX;g) = 2 £(g;XB) .

54) Gegeben seien zwei einander nicht schneidende Kreise k(My;ry) und k(M,r,) sowie eine
Gerade g, die die Gerade M;M, schneidet, aber beide Kreise meidet.

Zu konstruieren sind alle Quadrate ABCD , die folgende Bedingungen erfillen:

Ack(Mir) ; Cek(Myrp) ; B,De g .

55) Gegeben seien drei verschiedene parallele Geraden a, b, c.
Zu konstruieren sind alle Dreiecke ABC , die gleichseitig sind und firdie Aea , Beb ,
C e c gilt.

56) Gegeben seien zwei einander schneidende Geraden b und d sowie ein Punkt A, der im
Inneren des von Winkel £(b;d) festgelegten Winkelraums liegt.
Zu konstruieren sind alle Quadrate ABCD, firdie Beb und Ded gilt.

57) Gegeben seien zwei konzentrische Kreise k(M;r;) und k(M;r,) sowie ein Punkt A .
Zu konstruieren sind alle gleichseitigen Dreiecke ABC, fur die B e k(M;r;) und C e k(M;ry)
gilt.
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Zusitzliche géometrische Beweis- und Bestimmungsaufgaben fiir die AG Klasse 9 aus der AG
Klasse 8

8.1) Wir betrachten folgende Aussagen (Voraussetzungen, Behauptungen, Satze) Gber funf paarweise
verschiedene Punkte Z, A, A, B, B,:

V. A eZA, ; Behy: ZA1 : AiAz = ZB1 : BB2 ; (ZA1: ZA2 = ZB: : ZB2 );
V, B, eZB,; Behy: ZA1 : ZA2 = AiAz : AzB2 .
VvV, AB,IASB,

B
(S1): V1 A V2 /\V3 = Beh,
) B
(82): V, AV, AV, = Beh,
(U1): V, AV, A Beh, => V,
(U2): V, AV, A Beh, => V, ZA
(U3): V, A Behi AV, = V,

a) Uberzeuge dich, dass (S1) und (S2) die aus dem Unterricht bekannten Strahlensétze sind!
b) Beweise (S2), indem du (S1) als Hilfsmittel verwendest!

c¢) Widerlege die Umkehrung (U2) !

d) Beweise die Umkehrungen (U1) und (U3) indirekt!

8.2) Sei ABCD ein konvexes Viereck ; sei E,F, G bzw. H jeweils derjenige Punkt auf der Seite
AB, BC, CD bzw. AD fur den gilt:

1 — _ 1 == _
AE—§-AB, FC—§-BC, CG—3CD, AH =

Was lasst sich dann Uber das Viereck EFGH aussagen?
Beweise deine Vermutung!
Wie lasst sich der Satz verallgemeinern?

D .

W)=

8.3) Beweise: Ist W der FuRpunkt der Winkelhalbierenden CW eines Dreiecks ABC , dann gilt
AW : WB = AC : BC .

8.4) Sei ABCD ein Sehnenviereck mit dem Diagonalenschnittpunkt S .
Was lasst sich dann uber die Dreiecke ABS und DCS aussagen? Beweise deine Vermutung!

8.5) Beweise folgende Satze:

a) Sehnensatz: Schneiden sich zwei Sehnen eines Kreises, dann ist das Produkt der Abschnitte der
einen Sehne gleich dem Produkt der Abschnitte der anderen Sehne.

b) Sekantensatz: Schneiden sich zwei Sekanten eines Kreises auBerhalb dieses Kreises, dann ist das
Produkt der vom Schnittpunkt aus gemessenen Sekantenabschnitte auf beiden Sekanten gleich.

c) Sekantentangentensatz: Schneiden sich eine Sekante und eine Tangente eines Kreises, dann ist
das Quadrat des Tangentenabschnitts gleich dem Produkt der vom Schnittpunkt aus gemessenen
Sekantenabschnitte.

8.6) Beweise: Ist H der Schmttpunkt der Hohen AHa, BHb, CHc eines Dreiecks ABC, dann gilt stets
AH-HHa = BH-HHbo = CH-HHc )

8.7) Gegeben sei ein Viereck ABCD , das folgende Bedingungen e erfllt:
Die Gerade durch A parallel zu BC schneide die Diagonale BD im Punkt M ; die Gerade durch B

parallel zu AD schneide die Diagonale AC im Punkt N .
Beweise, dass unter dieser Voraussetzungen stets MN || CD gilt!

8.8) Durch den Punkt A eines Parallelogramms ABCD gehe eine Gerade, die die Diagonale BD im
Punkt M, die Seite CD im Punkt P sowie die Verlangerung der Seite BC im Punkt Q schneidet.
Es ist zu beweisen, dass aus diesen Voraussetzungen MA2= MP-MQ folgt!
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8.9) Sei D der Mittelpunkt der Hohe CH eines glelchschenkhgen Dreiecks ABC mit der Basis AB ,
und sei P der Schnittpunkt der Geraden AD und BC . Berechne das Verhiltnis BP:PC !

8.10) Durch den Punkt A eines Quadrats ABCD mit der Seitenlange a gehe eine beliebige Gerade,

die die Seite BC im Punkt M sowie die Verlangerung der Seite DC im Punkt N schneidet.

Es ist zu beweisen, dass dann stets —i— - —l— = — gnt!

CM CN

8.11) Sei M bzw. N der Mittelpunkt der Seite AB bzw. AD eines Parallelogramms ABCD , und
schneide CM bzw. CN die Diagonale BD im Punkt P bzw. Q.
Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen stets BP = PQ = QD folgt!

8.12) Sei AB_CD ein Sehnenviereck mit dem Diagonalenschnittpunkt S, und es gelte
AB : AD = CD : CB . Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets BS = DS gilt!

8.13) Sei ABCD ein Rechteck, M der Mittelpunkt von AB und S der Schnittpunkt von AC und DM .
Ermittle das Verhaltnis des Flacheninhalts von Dreieck SMC zum Flacheninhalt des Rechtecks ABCD !

8.14) In einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit der Basis AB und einem spitzen Winkel bei C

schneide der Kreis mit dem Durchmesser AC die Seite AB im Punkt D sowie die Seite BC im Punkt E
a) Was lasst sich dann Gber die Dreiecke ABC und BED aussagen? Beweise deine Vermutung!
b) Wie lasst sich der so gewonnene Satz veraligemeinern?

c) Gelte AB =2a= 6cmund BC = AC =s = 5cm. Berechne den Flacheninhalt des Vierecks ADCE !
d) Dricke den Flacheninhalt des Vierecks ADEC allgemein durch a und s aus!

8.15) Sei Hy bzw. Hp, der HohenfuBpunkt der zu A bzw. B gehdrenden Hohe eines spitzwinkligen Drei-

ecks ABC.
Was lasst sich dann tiber die Dreiecke ABC und H,H ,C aussagen? Beweise deine Vermutung!

8.16) Sei ABC ein spiEwinkliges_Dreieck, d die Lange des Durchmessers seines Umkrgiies, abzw. b
die Lange der Seite BC bzw. AC und h die Ldnge derzu AB gehérenden Héhe CH .

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets d = a'-]_b gilt!
Wie lasst sich dieser Satz verallgemeinern?

8.17) Sei ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis BC und g eine beliebige Gerade durch
A, die die Basis BC in D sowie den Umkreis k des Dreiecks im Punkt E schneidet.

a) Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets AD-AE = AB? gilt !
b) Untersuche Spezialfélle, Grenzfalle und Verallgemeinerungen dieses Satzes!

8.18) Sei AB ein Durchmesser eines Kreises k(M;r) . Sei t bzw. t' die Tangente an k(M) in A

bzw. B . Auf t sei eine Strecke PQ =a so gelegen, dass A der Mittelpunkt von PQ ist. Auf t'
seien P', 9’_ diejenigen Punkte , fir die die Geraden PP' bzw. QQ' Tangenten an k(M;r) sind. Fer-

ner gelte P'Q' =c.

. . 1
Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen r = 5-\/56 folgt !

8.19) Die Seiten eines Dreiecks ABC (oder deren Verldngerungen)
werden von einer Transversalen (die keine Ecktransversale ist) in
den Punkten D, E, F so geschnitten, wie in nebenstehender Figur
angegeben.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen fur die Streckenlan-
gen stets gilt :

DB EC FA = 1 (Satz des Menelaos).
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8.20) Wenn sich drei Ecktransversalen eines Dreiecks ABC in
einem Punkt schneiden und wenn diese Ecktransversalen die Sei-
ten dieses Dreiecks in den Punkten D, E, F so schneiden, wie in
nebenstehender Figur angegeben, dann gilt stets

DB EC FA = 1 (Satz des Ceva) .

8.21) a) Untersuche interessante Spezialfdlle des Satzes
von Ceva !

b) Wie lasst sich der Satz von Ceva verallgemeinern?
c) Beweise folgende Umkehrung des Satzes von Ceva in-

direkt:
V,:DeAB, EcBC, Fe AC im Dreieck ABC ;
vy . AD BE CF _

Beh.: Die Geraden AE, BF und CD gehen durch einen Punkt P .
(CD geht durch den Schnittpunkt P von AE und BF ).

8.22) Von den Eckpunkten A und B eines Dreiecks ABC sind zu den ge-
genliberliegenden Seiten dieses Dreiecks zwei Transversalen gezogen, die
sich jeweils im Verhéltnis 3:1 teilen.

a) In welchem Verhaltnis teilen diese Transversalen die
Seiten BC und CA ?

b) Wie lasst sich die Aufgabenstellung verallgemeinern?
Lose die verallgemeinerte Aufgabe!

¢
O
w

8.23) Sei P derjenige Punkt auf der Seite AB eines Dreiecks ABC , fur
den AP:PB =2:1 gilt; sei Q derjenige Punkt auf der Seite AC , fiir den
AQ:QC = 3:1 gilt; sei S der Schnittpunkt von PC und QB .

a) Berechne die Verhéltnisse PS:SC und QS:SB! H

b) Formuliere und Iése eine verallgemeinerte Aufgabe!

8.24) Einem gleichseitigen Dreieck ABC mit der Seitenldnge a und der

Hohenlange AH = h seien - wie in nebenstehender Figur angegeben -
vier einander beriihrende Kreise einbeschrieben.

a) Ermittle die Summe der Inhalte der vier Kreise in Abhangigkeit von h!

b) Ermittle die Summe der Inhalte der vier Kreise in Abhdngigkeit von a!

8.25) Sei AB eine (vom Durchmesser verschiedene) Sehne eines Kreises k(M;r) sowie C der Mittel-
punkt des kleineren der beiden Kreisbogen AB bzw. BA . Die Senkrechte zu AB durch A schneide
die Gerade BC im Punkt S .

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets MS2= AM?2 + 2-AM-AS gilt!

8.26) Seien A, , B, , C, die Beruhrungspunkte des Inkreises eines Dreiecks ABC mit dessen Seiten
BC =a, AC =b, AB =c. Die Parallele zu AB durch B, schneide die Strecke BC im Punkt K, die
Strecke CC1 im Punkt P sowie die Gerade A,C, imPunkt Q.

Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen BP = PQ folgt!
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Zusatzliche geometrische Konstruktions- und Ortsaufgaben fiir die AG Klasse 9 aus der
AG Klasse 8

Zu konstruieren sind alle (untereinander nicht kongruenten) Dreiecke ABC, die die in den Aufgaben
8.27), 8.26) und 8.29) gegebenen Bedingungen erfillen:

8.27) (a) ZBAC = a; (b) ZCBA= B; (c) CS = s;(d) CS ist Seitenhalbierende im Dreieck ABC.
8.28) (a) ZCBA= B ; (b) ZACB= y; (c) AH = h ;(d) AH ist Hohe in Dreieck ABC .
8.29) (a) LBAC = a ; (b) ZCBA= B ; (c) BW = w;(d) BW ist Winkelhalbierende im Dreieck ABC .

8.30) Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC.
Zu konstruieren sind alle Vierecke CDEF , die folgende Bedingungen erflllen:

(a) DEFG ist ein Quadrat ; (b) De AB; (c)EeAB; (d)FeBC; (e) GeAC .

8.31) Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei C .
Zu konstruieren sind alle Vierecke CDEF , die folgende Bedingungen erfillen:

(a) CDEF ist ein Rechteck ; (b) CD:CE =1:2; (c)DeEC; (d)BeAB; (e)FeBD .

8.32) Gegeben sei ein Dreieck ABC mit BC =a.
Zu konstruieren sind alle Vierecke DEFG , die folgende Bedingungen erfllen:

(a) DEFG ist ein Parallelogramm (b) die Punkte D, E liegen auf BC undesgilt DE =e(<s).
(c) F liegt auf AC : (d) G liegt auf AB .

8.33) Gegeben sei ein Kreissektor MPQ mit MP = MQ und einem spitzen Zentriwinkel ZPMQ .
Zu konstruieren sind alle Vierecke ABCD , die folgende Bedmgungen erfullen:

(a) ABCD ist ein Quadrat ; (b) Ae MP ; (c)BePQ; (d)Ce PQ; (e)DeMQ .

8.34) Sei P ein Punkt auf der Winkelhalbierenden w eines spitzen Winkels Z(a,b) mit dem Scheitel S.
Zu konstruieren sind alle Kreise k(M;r), die die Schenkel a und b beriihren und die durch P gehen .

8.35) Gegeben seien eine Gerade g und zwei verschiedene Punkte A und B.

Zu konstruieren sind alle Kreise k(M;r) , die die Gerade g beriihren und die durch die Punkte A und B
gehen. (Beachte, dass die Anzahl der Lésungen von der Lagebeziehung zwischen den gegebenen Stu-
cken abhangt. Es sind alle moglichen Falle zu erfassen , und es ist die zugehérige Determination durch-
zufihren.)

Bei den folgenden geometrischen Ortsaufgaben sind jeweils alle Punkte der gegebenen Ebene zu er-
mitteln, die die gegebene Bedingung erfillen.

8.36) Sei PQ ein Durchmesser eines Kreises k(M;r) und A ein beliebiger Punkt auf diesem Kreis.

Wir betrachten die Menge aller Sehnen PA dieses Kreises.
Zu ermitteln ist jeweils der geometrische Ort
a) der Mittelpunkte X dieser Sehnen ;

b) der Punkte X auf diesen Sehnen, fir die PX : PA =1:3 gilt .
Wie lasst sich diese Aufgabe verallgemeinern?

8.37) Sei P ein fester Punkt im Inneren eines Kreises k(M;r) und A ein beliebiger Punkt auf diesem

Kreis. Sei P der Scheitelpunkt aller Strahlen PA , die entstehen, wenn A den Kreis durchlauft.

Zu ermitteln ist der geometrische Ort der Mittelpunkte X aller Strahlenabschnitte PA .
Untersuche interessante Spezialfalle, Grenzfélle und Verallgemeinerungen !

8.38) Gegeben sei eine Strecke AB .

Zu ermitteln ist der geometrische Ort aller Punkte X , fir die AX : XB =1: 2 gilt.
Wie lasst sich diese Aufgabe verallgemeinern?
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MERKSTOTFF

ZAHLENTHEORIE

1. Lineare Kongruenzen und Restklassen

Wiederhole: AG8, S.26, "Das Rechnen mit Kongruenzen"

Def.: ax = b (m) mit a, b, m, x € Z nennt man lineare Kongruenz (nach dem Modul m)

Lésbarkeitskriterium: Eine lineare Kongruenz besitzt Lésungen genau dann, wenn der ggT(a;m)
ein Teiler von b ist; sonst ist die Ldsungsmenge leer.

Satz iiber die Losungsmenge: Gilt ggT(a;m) = 1, dann lasst sich die lineare Kongruenz stets
auf die vereinfachte Form x=c¢ (m) bringen.

Sie besitzt dann die Losungsmenge L = {ct+km; k € Z}, die man "Restklasse nach dem Mo-
dul m" nennt und mit [c], bezeichnet.

Hinweis: Gilt ggT(a;m) = d > 1 nebst d|b, dann darf man beide Seiten der Kongruenz und
den Modul durch d teilen und erhalt die zugehorige "gekiirzte Kongruenz" a'x = b' (m') mit
ggT(a’m') = 1,wobei a = a'd, b = b'd und m = m'd gilt. Diese Kongruenz hat dann stets
genau eine Restklasse nach dem Modul m' als Lésungsmenge.

Lésungsverfahren (durch dquivalentes Umformen): Um eine I6sbare Kongruenz auf die verein-
fachte Form x=c (m) zu bringen (deren Lésungsmenge man dann sofort angeben kann), darf
man folgende Umformungen vornehmen:

(1) Ersetzen von a oder b durch Zahlen, die ihnen nach dem Modul m kongruent sind.

(2) Division beider Seiten durch einen gemeinsamen Faktor q, falls q und m teilerfremd
sind. (Trifft dies nicht zu, dann geht man zunéchst zu der oben genannten "gekiirzten Kongru-
enz" Uber.)

(Dieses Losungsverfahren ist nicht streng algorithmisch und fiihrt daher nicht bei allen Aufga-
ben (mit vertretbarem Aufwand) zum Ziel.)

2. Diophantische Gleichungen
2.1. Lineare diophantische Gleichungen

Def.. ax+ by = c heillt lineare diophantische Gleichung (mit 2 Variablen) genau dann,
wenn a, b, ¢ ganze Zahlen sind und wenn nur Paare (x;y) von ganzen Zahlen als Lésungen
gesucht werden.

Lésbarkeitskriterium: ax + by = ¢ besitzt Lésungen genau dann, wenn ggT(a;b) ein Teiler
von c ist.

Hinweis: Gilt ggT(a;b) > 1 und ist das Loésbarkeitskriterium erfiillt, dann dividiere man beide
Seiten der Gleichung durch ggT(a;b), so dass dann ggT(a;b;c) = 1 gilt.
Die so entstandene Gleichung hei8t Normalform der diophantischen Gleichung.

Satz Uiber die Losungsmenge: Ist (Xq;yo) eine spezielle Lésung der Normalform von
ax + by = c, dann lautet die L6sungsmenge dieser Gleichung:
L={0y)| x = xgtbk; y = yo-ak; keZ}.
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Lésungsmethoden (fur die Normalform von ax +by = c¢):

(1) Erraten einer speziellen Lésung und Anwendung des Satzes Uber die Lodsungsmenge.

(2) Ubergang zu einer der beiden zugehdérigen linearen Kongruenzen ax = ¢ (b) oder
by = c (a).

(3) Anwendung des Eulerschen Reduktionsverfahrens.

Das Eulersche Reduktionsverfahren
Regeln (in Kurzform)

1. Lése nach der Variablen mit dem absolut kleineren Koeffizienten auf!
[Im Beispiel: Auflésen nach x .]

2. Spalte vom entstandenen Bruch den (absolut gréf3ten) "ganzzahligen Teil" ab!
(Probe nicht vergessen!) [Im Beispiel: (-y + 1) ]

3. Bezeichne den entstandenen Bruch mit einer Hilfsvariablen; gehe zur zugehérigen
diophantischen Gleichung uber! [ Im Bespiel: 55y - 72 = -179u ]

4. Fuhre die Schritte 1., 2., 3. so lange durch, bis eine diophantische Gleichung entsteht, bei
der eine der beiden Variablen den Koeffizienten +1 oder -1 besitzt!

[ Im Beispiel: v+ 3 = 14k]

5. Driicke (durch schrittweises Einsetzen und Umformen) die Hilfsvariablen und die
Variablen der Ausgangsgleichung durch die zuletzt eingefiihrte Hilfsvariable aus!
[Im Beispiel in der Reihenfolge v = -3 +14k; u = 13 - 55k; y = -41+ 179k
x = 55 - 234k ]

Beispiel fiir das Eulersche Reduktionsverfahren

179x + 234y = 251

x = 2B ) D002 X = (41-179k+1)+(13-55k) =
= 55 - 234k
SIS -y aq 55y - 72 = -179u
y = 22 o gy )+ AT y = (-39+165k+1)+(-3+14k) =
= -41+179
A -y aq 14u - 17 = -5bv
u= B gy R u = (12-56k+1)+k = 13 - 55k
% =k aq v+3 = 14k v = -3+ 14k

Folglich lautet die gesuchte Lésungsmenge:
L={(xy)] x=255-234k; y =-41+179%; ke Z}.

2.2. Nichtlineare diophantische Gleichungen

Def.: Drei positive ganze Zahlen x, y, z heiRen pythagoreisches Zahlentripel genau dann,
wenn x2+y2 =22 gilt.
Sind x, y, z teilerfremd, dann nennen wir ein solches Tripel pythagoreisches Grundtripel.
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Satz: Ein Zahlentripel ist genau dann ein pythagoreisches Grundtripel, wenn u und v teiler-
fremde ungerade Zahlen mit u > v sind und wenn gilt:
uz-v2 uz + v2
X=Ww,; y=-"—5 ;z="5

GroBRer Satz von Fermat: Die Gleichung xn + yn = zn st fir keinen ganzzahligen Wert n>2
in ganzen Zahlen X, y, z lésbar.

3. Das Rechnen mit Restklassen ; der Begriff der Gruppe

Def.. [a], = {xeZ]| x =a (m} = {..,am, a, atm, a+2m, ..., atkm, .... } nennt man
Restklasse nach dem Modul m (mit dem Reprasentanten a), wobeia, m € Z und m>1 gilt.

Satz: Zu jedem Modul m gehéren genau m verschiedene Restklassen. Jedes Element einer
Restklasse zu einem vorgegebenen Modul legt diese Restklasse eindeutig fest.

Hinweis: In der Regel werden die Restklassen durch die nichtnegativen kleinsten Reste oder
durch die absolut kleinsten Reste charakterisiert.

Def.: [a],, + [b]m = [a + b],, Summe von Restklassen

Def.: [a], - [b]n, = [@a-b]l, Produktvon Restklassen

Def.: Eine Restklasse heillt Kehrwert der Restklasse [a],, genau dann, wenn sie Lésung der
folgenden Gleichung ist : [a]y, - [XIm = [1]m .

Def.: Unter einer zweistelligen Operation o verstehen wir eine eindeutige Abbildung, die je-
dem geordneten Paar (x,y) von Elementen genau ein Element z zuordnet.
Wir schreiben (x,y) > z oder xoy =z oder z = o(Xx)y) .

Def.: Einige Eigenschaften zweistelliger Operationen mit Elementen aus einer Menge M :

(1) Unbeschrénkte Ausfiihrbarkeit in der Menge M:
Zu jedem Paar (x,y) e M gibt es genauein ze M, sodass gilt: xoy = z.

(2) Assoziativitat. Furallea,b,ce M gilt: (aob)oc = ao(boc).

(3) Existenz eines neutralen Elements:
In M existiert ein Element e , so dass fiir alle Elemente ae M git: aoe = eoa = a.

(4) Invertierbarkeit.
Zu jedem Element a € M gibt es ein inverses Element a-'e M, so dass gilt:
aoa-' =a-loa=-e.

(5) Kommutativitat. Furalle a,b e M gilt: aob = boa .

Def.: Eine Menge M, in der eine zweistellige Operation o erklart ist, heiRt Gruppe [M;0] ge-
nau dann, wenn die Operation o die Eigenschaften (1) bis (4) besitzt.
Gilt zusatzlich noch die Eigenschaft (5), dann spricht man von einer kommutativen Gruppe.

4. Der kleine Satz von Fermat und weitere Satze iiber Primzahilen
Wenn p eine Primzahl ist, dann gilt stets:
(1) Wenn ab =0 (p), dann a = 0 (p) oder b

(2) Wenn a # 0 (p), dann hat die Kongruenz ax
als) Lésung.

0 (p)-
b (p) stets genau eine (Restklasse
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(3)Wenn a # 0 (p), dann wiederholen sich die Potenzen ak nach dem Modul p zyklisch.
Dabei ist die Lange s dieses Zyklus stets ein Teiler von (p -1) .

(4) Kleiner Satz von Fermat
Sind a und p teilerfremd, dann gilta”' = 1 (p) .
Das heillt, dass p dann stets ein Teiler von (a"'1 - 1) ist.

ARITHMETIK
1. Lineare Gleichungssysteme ; der GauBsche Algorithmus

Die Lésungsmenge eines Gleichungssystems dndert sich nicht, wenn man

a) Gleichungen des Systems aquivalent umformt, speziell beide Seiten einer Gleichung mit
derselben von 0 verschiedenen Zahl multipliziert;

b) zu einer Gleichung eine andere Gleichung des Systems addiert;

c¢) Gleichungen miteinander vertauscht.

Bei der Lésung linearer Gleichungssysteme kann man dies wie folgt ausniitzen:

Man formt zunachst das System in "Dreiecksgestalt” um, d.h. man addiert giinstig gewahlte
Vielfache der 1. Gleichung zu giinstig gewahlten Vielfachen der anderen Gleichungen, so dass
die Koeffizienten der 1. Variablen (auBer in der 1. Gleichung) samtlich Null werden.

Der so entstandene Koeffizient der 2. Variablen in der 2. Gleichung sei von Null verschieden.
(Ist dies nicht der Fall, dann vertauscht man die 2. Gleichung mit einer der neu entstandenen
weiteren Gleichungen.) Dann verfahrt man analog, so dass von der 3. Gleichung an die Koeffi-
zienten der 2. Variablen Null werden, usw.

Von der letzten Gleichung des so aquivalent umgeformten Systems ausgehend ermittelt man
durch Einsetzen ein zum Ausgangssystem &dquivalentes System, dessen Lésungsmenge sich
unmittelbar ablesen lasst. Tritt hierbei ein Widerspruch auf, dann ist die Lésungsmenge leer.

Beispiel:
2x + y+ 3z =9 |-(+1)1 |(-3) 2x +y + 9 = 9%
X-2y + z =-2 |(-2) 5y +3 = 13"\'
3x +2y + 2z = 7 |(+2) = 7z = 3+
ox + y+3z =9 24929
5y + z = 13 (+1) ’ y =2
y - 5z =-13 |(-5) ,’ z =3
/
2x + y+3z =9 , x = -1
S5y + z =13 ’ y =2
26z =78 -7 z=3

("Dreiecksgestalt”)
Das geordnete Tripel (x;y;z) = (-1;2;3) ist die (einzige) Lésung unseres Gleichungssystems.

Eine Probe (als Existenznachweis) ist nicht notwendig, weil nur &quivalent umgeformt wurde.
Sie dient in einem solchen Fall lediglich dem Finden von Rechenfehlern und sollte aus diesem
Grunde durchgefuihrt werden, falls dies nicht unangemessen kompliziert wird.

Tritt in einem solchen Gleichungssystem anstelle eines konstanten Koeffizienten ein Parameter
auf, dann geht man analog vor.
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Auftrag: Filhre die Umformungen durch, die zur Lésung des folgenden parameterhaltigen Glei-
chungssystems fuhren:

9 2x + y+3z=9 x=1—293-_%1a-
_ 134 -a)
13 ¥Y=723 5
39
23 - 5a

2x + y + 3z

X - 2y + z=-2 5y + z

78 z =

3x + 2y +taz = 7 2(23 - ba)z

Fur a =2 erhalten wir die Losung des obigen Gleichungssystems.

Fir a = 25§ erhalten wir als dritte Gleichung des in Dreiecksgestalt umgeformten Systems

0-z = 78 ; diese Gleichung besitzt keine Lésung (es tritt ein "Widerspruch" auf).
Folglich kann in diesem Fall auch unser Gleichungssystem keine Lésung besitzen, seine Lo-
sungsmenge ist leer.

Es ist auch méglich, dass beim Umformen eines solchen Gleichungssystems die allgemeingil-
tige Gleichung 0-z = 0 entsteht. In diesem Fall besitzt das Gleichungssystem unendlich viele
Lésungen

Auftrag: Fuhre die Umformungen durch, die zur Losung des folgenden Gleichungssystems fiih-
ren:

2x+ y+3z=9 2x + y+3z=9 x=16;-)72

X - 2y + z=-2 5y + z =13 y=135_z

3x + 4y +5z = 20 0z=0 z beliebig reell

Folglich sind alle Zahlentripel (16:,,72 ;135'Z : z) mit zeR Losungen dieses Glei-
chungssystems.

2. Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

Allgemeine Form einer quadratischen Gleichung: ax* + bx + ¢ = 0 mita = 0
Normalform einer quadratischen Gleichung: x>+ px+q=0

Prage dir auBer der (meist in den Lehrbiichern stehenden) Lésungsformel fur die Normalform
auch die fiir die allgemeine Form ein:

X4 2 =§1§ (-b + +b?>-4ac ) ; Diskriminante: D = b? - 4ac .

Vietascher Wurzelsatz (fur die Normalform einer quadratischen Gleichung):

Esgiltstets x; + X, = -p und Xx;-X; =q .
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Bevor man die Losungen einer quadratischen Gleichung mit Hilfe der Lésungsformel zu ermit-
teln sucht, sollte man stets zunachst die Diskriminante berechnen. Gilt D < 0, dann besitzt die
Gleichung keine reellen Lésungen und man kann sich unnétige Rechnungen ersparen. Nur
wenn D eine Quadratzahl ist, kbnnen die Lésungen ganzzahlig sein.

Ganzzahlige Lésungen versucht man mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes zu erraten. Man
betrachte alle Moglichkeiten, q als Produkt zweier ganzzahliger Faktoren darzustellen und
vergleiche dann deren Summe mit -p .

Um eine quadratische Ungleichung zu lésen, ermittle
man zunachst die Lésungen der zugehérigen Gleichung.

Der Graph der zugehdrigen Funktionsgleichung
y = ax2 + bx + c ist stets eine Parabel, die die x-
Achse in x; und x, schneidet, falls diese Lésungen

existieren.

Aus dem Verlauf der Parabel und der Lage der Nullstel-
len lasst sich die Losungsmenge der Ungleichung leicht
ablesen.

Beispiele:

a) 2x2 + 3x + 4 < 0 ; D = -23 < 0, also keine Nullstellen; L=20.

b) 2x2 + 3x + 4 > 0 ; D = -23 < 0, also keine Nullstellen; L=R.

c) x2- x -6<0; D=25=052 x,=-2, x,=3 (erraten); L = (-2;3)
d) x2- x -6 > 0 ; Nullstellen analog ermittelt; L=(-0;-2) u(3; »)

3. Gleichungen héheren Grades
Normalform einer Gleichung n-ten Grades: xn + a;x™ + a,x"2 + ... + a4 + a, = 0
Ist L = {Xq, %5, ... Xa }, danngilt a; = - (x4 +X+...+X,) und a, = (-1)" Xy X" ..." X, .

Eine Gleichung n-ten Grades besitzt héchstens n reelle Lésungen. Es gibt keine Formel, die
diese Lésungen allgemein zu berechnen gestattet. (Wohl aber gibt es Naherungsverfahren, mit
deren Hilfe sich alle reellen Losungen mit vorgegebener Genauigkeit ermitteln lassen.)

Um eine derartige Gleichung zu I6sen, versucht man zunachst, sie auf das Lésen von quadrati-
schen Gleichungen zuriickzufiihren. Dies ist entweder durch eine geschickte Substitution oder
durch das Erraten ganzzahliger Lésungen nebst Abspalten der zugehérigen Linearfaktoren
durch Partialdivision méglich.

Beispiel: x5 - 2x4 - 2x3 - 4x2 - 2x + 4 = 0

Diese Gleichung kann nur einen der ganzzahligen Teiler 1, -1, 2, -2, 4, -4 des absoluten Glie-
des 4 als ganzzahlige Lésung besitzen. Durch systematisches Probieren erkennt man, dass
nur X, = 2 eine ganzzahlige Lésung unserer Gleichung ist. Wir spalten den zugehérigen Li-
nearfaktor (x - 2) durch Partialdivision ab und erhalten

(X5 - 2x4 - 2x3 - 4x2 - 2x + 4):(x - 2) = x4 - 2x2 - 2 .
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Da der entstandene Term biquadratisch ist, filhren wir die Substitution x2 = u durch, l6sen
die quadratische Gleichung u2 - 2u - 2 = 0 und erhalten auf diese Weise u; = 1+ /3

und u, = 1 -3 .Wegen u;>0 liefert u; die Lésungen x, =1/1+ /3  und

X; = -\J1+ \/5 . Wegen u, <0 liefert u, keine weiteren reellen Lésungen.
Folglich gilt

X5 - 2x4 - 2x3 - Ax2 - 2x + 4 = (x - 2)(x - V1B )x 1+ 3 )@ -1 ++/3)
sowie L={21+ 3 -1+ 3 } .

4. Transformation von Funktionsgraphen

Gegeben sei der Graph einer durch die Funktionsgleichung y = f(x) , xeX dargesteliten
Funktion f undesgelte a>0 und b>0.

Man erhéalt den Graph von |aus dem Graph von y = f(x) durch

y = f(-x) Spiegelung an der y-Achse

y = -f(x) Spiegelung an der x-Achse

y = f(x - a) Verschiebung um a Einheiten in Richtung der positiven x-
Achse

y =f(x)+b Verschiebung um b Einheiten in Richtung der positiven y-Achse

y = [f(x)] Spiegelung desjenigen Teils des Graphen an der x-Achse, der
im |ll. oder im IV. Quadranten liegt

GEOMETRIE
1. Die algebraische Methode zur L6sung von Konstruktionsaufgaben

Def.: Eine Konstruktion heidt elementar genau dann, wenn sie sich allein mit Hilfe von Zirkel
und Lineal (ohne MaReinteilung) durchfuhren lasst. Dabei werden folgende Axiome zugrunde
gelegt:

(A1) Es ist stets méglich, durch zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade zu ziehen.

(A2) Der gemeinsame Punkt zweier nichtparalleler Geraden lasst sich stets eindeutig
konstruieren.

(A3) Es lasst sich stets genau ein Kreis zeichnen, wenn sein Mittelpunkt und mindestens ein
Punkt seiner Peripherie gegeben sind.

(A4) Zu einem gegebenen Kreis und einer gegebenen, diesen Kreis schneidenden Geraden
lassen sich stets die beiden Schnittpunkte eindeutig konstruieren.

(A5) Es ist stets méglich, die beiden Punkte eindeutig zu konstruieren, die zwei einander
schneidenden Kreisen gemeinsam sind.

Hinweis: Die Losbarkeit bzw. Unlésbarkeit einer Konstruktionsaufgabe héngt vor allem davon
ab, welche Zeichengerate als Hilfsmittel zugelassen sind. (So gibt es z.B. keine elementare
Konstruktion, die es gestattet, einen beliebigen Winkel in drei gleiche Teile zu teilen. Dieses
Problem der Winkeldreiteilung wird aber I6sbar, wenn man ein "Einschiebelineal" als Hilfsmittel
zulasst.)

Die bekanntesten elementar nicht I6sbaren Konstruktionsaufgaben sind:

"Wiirfelverdoppelung”, "Winkeldreiteilung", "Quadratur des Kreises", "Konstruktion eines re-
gelméaBigen Siebenecks".
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Satz: Sind a und b die Langen zweier gegebenen Strecken (wobei die verwendete Langen-
einheit - als Lange einer "Einheitsstrecke” - mit vorgegeben ist, dann kann man Strecken mit
den folgenden Langen elementar konstruieren:

(@+b) und (a - b) fur a>b ;

r-a, wobei r eine positive rationale Zahl ist ;

a-b; a:b; +\a.
Man sagt kurz: Ein Term lasst sich elementar konstruieren genau dann, wenn er nur rationale
Rechenoperationen oder Quadratwurzeln enthélt.

Hinweis: Findet man mit der Methode der geometrischen Orter oder mit der Methode der Hilfs-
elemente (speziell der Methode der ahnlichen Figuren) keinen Lésungsweg, dann wende man
folgende algebraische Methode an:

- Man suche ein Bestimmungsstiick (Streckenlange oder WinkelgréRe), das eine "hinreichende
HilfsgréBe” ist, d.h. mit deren Hilfe sich die gesuchte GréRe konstruieren lieRe.

- Man driicke diese hinreichende Hilfsgrée durch die Daten aus (wozu in der Regel geometri-
sche Satze bendtigt werden). Erweist sich der so ermittelte Term als elementar konstruier-
bar, dann hat man einen Lésungsweg gefunden.

Mit Hilfe der algebraischen Methode kann man auch nachweisen, dass eine Konstruktionsauf-

gabe nicht elementar l6sbar ist.

2. Einige Begriffe und Séitze aus der Stereometrie
LAGEBEZIEHUNGEN ZWISCHEN GEOMETRISCHEN GEBILDEN IM RAUM

|. Gerade - Gerade

(a,): Die beiden Geraden fallen zusammen. g=h
(a,): Die beiden Geraden liegen in derselben Ebene und haben keinen gnh=20
Punkt gemeinsam. mit g,h c E
In diesen beiden Fallen nennt man die Geraden parallel. gllh
(b) Die beiden Geraden haben genau einen Punkt gemeinsam; man
spricht von einander schneidenden Geraden. g n h={S}
(c): Die beiden Geraden liegen nicht in ein und derselben Ebene, und sie gnh=20,
haben keinen Punkt gemeinsam; man spricht von windschiefen Ge- gcE;,hcE,
raden. und E; = E;
Beachte: Der Begriff "orthogonal" (aufeinander senkrecht stehend) wird i G
nicht nur fur schneidende Geraden, sondern auch fir windschiefe Gera- ¢/ i
den angewendet. So bezeichnet man etwa in dem nebenstehend ge- 5
zeichneten Quader nicht nur die einander schneidenden Geraden AB ;
und BF als orthogonal, sondern etwa auch die windschiefen Geraden Boooe- A
AB und CG. 4
A B
Il. Gerade - Ebene
(a,): Die Gerade liegt in der Ebene E (hat mit ihr alle Punkte gemeinsam). gcE
(a,): Die Gerade hat mit der Ebene E keinen Punkt gemeinsam. gnE=0
In diesen beiden Fallen heit g parallel zu E . gl|E
(b): g hatmit E genau einen Punkt gemeinsam; man sagt,
g schneidet E . gn E ={S}
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Ist s einer der beiden vom Schnittpunkt S ausgehenden Strahlen
auf g, dann gibtesin E einenvon S ausgehenden Strahl s', fiur den
Z(s;s") < Z(s;t) fur alle in E gelegenen Strahlen t gilt, die von S

ausgehen. / M
Z(s;s") wird als Schnittwinkel zwischen g und E bezeichnet. t

ill. Ebene - Ebene /
(a,): Die beiden Ebenen fallen zusammen. E, = E
(a2): Die beiden Ebenen haben keinen Punkt gemeinsam. E,n E; =0
In diesen beiden Fallen heien die Ebenen parallel . E, || E2
(b): Die beiden Ebenen haben genau eine Gerade g gemeinsam; man

sagt, dass die beiden Ebenen einander schneiden . E,nE,=g
Jede Ebene E , die auf der Schnittgeraden g senkrecht steht, /i
schneidet die Ebenen E, und E, in zwei Geraden g, und g,, die T
einander ebenfalls schneiden. Z(g4;9,) bezeichnet man als R ﬁ\ *
Schnittwinkel zwischen E,;und E, . — ——¥—q
Zwei einander schneidende Geraden sowie zwei nicht zusammen- Q/AML
fallende parallele Geraden bestimmen stets genau eine Ebene (sie

spannen diese Ebene auf).

Zu zwei windschiefen Geraden gibt es stets genau ein Paar paralleler N
Ebenen, in denen diese Geraden liegen. Es gibt auch stets eine Stre- L 9
cke, die auf beiden Geraden senkrecht steht und deren Endpunkte zu /“

diesen Geraden gehéren. Die Lange dieser Strecke nennt man den /‘ -------- R /
Abstand der windschiefen Geraden; man bezeichnet diesen Abstand o
mit d(g;h) .

Entsprechend lasst sich der Abstand zwischen parallelen Gebilden als Lange eines
"gemeinsamen Lots" definieren, den man dann mit d(g;h), d(g;E) bzw. d(E;E,) bezeichnet.
S1) Die Parallelitat zwischen Geraden bzw. Ebenen ist transitiv, d.h. es gilt

stets:a||b A bjJc = al|lc; Ei||E; A Ex]|Es = E{||Es. s a
9
g

EINIGE STEREOMETRISCHE SATZE

spannten Ebene. Speziel: al]lb A allc = a||E(bc). h

A
b
S2) Sind drei verschiedene Geraden paarweise parallel, dann ist jede die-
ser Geraden parallel zu der von den anderen beiden Geraden aufge-
S3) Wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht, dann steht sie
auch auf jeder Geraden senkrecht, die in dieser Ebene liegt.

glE A hcE = glh.

S4) Wenn eine Gerade auf zwei einander schneidenden Geraden senk
recht steht, dann steht sie auch auf der von diesen beiden Geraden

aufgespannten Ebene senkrecht.
glAB A glAC = glE(ABC).
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Zwei zur selben Ebene orthogonale Geraden sind stets parallel.
glLE A hlE = gllh.

Steht eine von zwei parallelen Geraden auf einer Ebene senkrecht,
dann ist dies auch bei der zweiten Geraden der Fall.
glLE A gllh = hlE.

Zwei zur selben Geraden orthogonale Ebenen sind stets parallel.
g_LE1 A g_LEz = E1”E2

Steht eine von zwei parallelen Ebenen auf einer Geraden senkrecht,
dann ist dies auch bei der zweiten Ebene der Fall.
g_LE1 A\ E1”E2 = gJ_ Ez.

glE A glh = h]E.

glE A h||JE = glh.

Schneidet eine Ebene zwei parallele Ebenen, dann sind die beiden
Schnittgeraden paraliel.
EnE =g~ EnE =0 A E|IE = glg.

Steht jede von zwei einander schneidenden Ebenen auf einer dritten
Ebene senkrecht, dann steht auch ihre Schnittgerade auf dieser E-
bene senkrecht.

E;LE A EbLE A EnEy =g = gl E.

S$10) Réumlicher Strahlensatz:

Wenn zwei Geraden zwei (oder auch mehrere) parallele Ebenen schnei-
den, dann verhalten sich die Abschnitte auf der einen Geraden so zuein-
ander wie die entsprechenden Abschnitte auf der anderen Geraden.

S11) Ist s die Lange einer Strecke und s' die Lange ihrer Projektion
auf eine Ebene, dann gilt stets s > s'.Das Gleichheitszeichen gilt
genau dann, wenn die Strecke zur Projektionsebene parallel ist.

S12) Ist J der Inhalt eines Vielecks und J' der Inhalt seiner Projekti-
on auf eine Ebene, dann gilt stets J > J' .Das Gleichheitszeichen gilt
genau dann, wenn das Vieleck zur Projektionsebene parallel ist.

S13) Zwei windschiefe Geraden besitzen stets genau eine Normal-

/
Bl

transversale (das ist eine Strecke, deren Endpunkte auf je einer die-

ser Geraden liegen und die auf beiden Geraden senkrecht steht).

Die Normaltransversale ist die kirzeste aller Strecken, die Punkte zweier
windschiefer Geraden verbindet.

(Beachte, dass man erst auf der Grundlage dieses Satzes den Begriff
"Abstand windschiefer Geraden" definieren kann!)

/\

>
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3. Spiegelung am Kreis

P se@n_ P' bedeute, dass dem Originalpunkt P bei Spiegelung am Kreis k(O;r) der Bild-
punkt P' zugeordnet wird.

Def.(1):
Liegt P auBerhalb des Spiegelkreises k(O;r) undist (PT,; PT,) das Tangentenpaar durch P
an k(O;r) , dann ist der Bildpunkt P' gleich dem Schnittpunkt der Zentralen OP mit der Be-

rihrungssehne T,T, dieses Tangentenpaares.

Liegt P innerhalb des Spiegelkreises k(O;r) und gilt P =0O , dannwird P' so konstruiert,
dass P Se@n P' gilt. [Das heilt, dass Sp(O;r) eine involutorische Abbildung ist.]

Liegt P auf dem Spiegelkreis k(O;r), dann gilt P = P'.[Das heiflt, dass jeder Punkt des
Spiegelkreises ein Fixpunkt bei dieser Abbildung ist.]

Dem Punkt O wird als Bildpunkt der sogenannte "uneigentliche Punkt" O, zugeordnet und

umgekehrt.

Def.(2):
Fuar P # O gilt: P Se@n. P' genau dann, wenn Pe OP und OP - OP' = r2.
Fur P = O gilt O30, 0

-_——— -

Beispiel fur die Anwendung der Spiegelung am Kreis fir
die Lésung einer Aufgabe:

Ausgangsaufgabe:

Geg.:

Drei Kreise k;, k,, ks , die durch einen Punkt O gehen
und die einander paarweise schneiden.

Ges.:

Alle Kreise, die ki, k, und k; (von auf3en oder von innen)
beriihren.

Transformation:

Spiegelung an k(O; 0S),
(wobei r = OS ginstig gewahlt wurde).

ki —> g4
k, - 9,
ks > 03
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Hilfsaufgabe, die durch Trans-
formation der Ausgangsaufgabe
erhalten wurde:

Geg.:

Drei Geraden g, g,, 93 , die
einander paarweise in drei
Punkten schneiden.

Ges.:
Alle "Bertihrungskreise”.
Lésung der Hilfsaufgabe:

Man erhélt die Beriihrungskreise
ks, ks, kg, k7 .

Riicktransformation: Sp(O;r)

ks > ki
ks > ks
ke = ke
k; - k;'

Die Kreise k,', ks', ks', k;' sind die Losungen der Ausgangsaufgabe
(vgl. die erste Abbildung).

4. Eigenschaften von Bewegungen

Verschiebungen V(PP') , Drehungen Dr(M; ¢) , Geradenspiegelungen Sp(g) , Punktspie-
gelungen Sp(P) sowie alle aus diesen Abbildungen durch Nacheinanderausfuhrung entste-
henden Abbildungen heiRen Bewegungen.

(a) Eindeutige Verkniipfbarkeit:
Die Nacheinanderausfiihrung zweier Bewegungen ergibt stets wieder eine Bewegung.

(b) Umkehrbarkeit:
Zu jeder Bewegung gibt es eine eindeutig bestimmte entgegengesetzte Bewegung (die
mit der Ausgangsbewegung verkniipft die identische Abbildung ergibt).

(c) Inzidenztreue:
Wenn A € a , dann gilt auch fir die Bilder A'e a' .



(d)
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Geradentreue, Strahlentreue, Streckentreue, Kreistreue:
Das Bild einer Geraden (eines Strahls, einer Strecke, eines Kreises) ist stets wieder eine
Gerade (ein Strahl, eine Strecke, ein Kreis).

Anordnungstreue:
Wenn B zwischen A und C liegt, dann liegt auch B' zwischen A' und C'.

Parallelentreue:
Wenn g|/h und ¢g', h' die Bildervon g , h sind, dann giltauch g'|| h'

Mittelpunktstreue:
Das Bild des Mittelpunkts einer Strecke ist stets auch der Mittelpunkt der Bildstrecke.

Léngentreue, Winkelfreue, Inhaltstreue:
Die Lange einer Strecke, die GroRe eines Winkels und der Inhalt einer Flache bleiben bei
Bewegungen dieser Gebilde erhalten.

Eine (von der identischen Abbildung verschiedene) orientierungserhaltende Bewegung ist
genau dann eine Verschiebung V( PP') , wenn sie keinen Fixpunkt besitzt.

Eine (von der identischen Abbildung verschiedene) Bewegung ist genau dann eine
Drehung Dr(M; ¢), wenn sie genau einen Fixpunkt (nédmlich das Drehzentrum M)
besitzt.

Eine Bewegung ist genau dann eine Geradenspiegelung Sp(g) , wenn sie genau eine
Fixpunktgerade (namlich die Spiegelgerade) besitzt.




